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Die Ionenbahnen dritter Niherung in magnetischen Sektorfeldern
einschlieflich ihrer Streufelder *
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Fiir das homogene magnetische Sektorfeld mit gekriimmten Feldbegrenzungen und schrigem
Ein- und Austritt wird die Gleichung des Nebenstrahls eines Ionenbiindels mit radialer und axialer
Offnung relativ zu dessen Mittelstrahl in dritter Niherung bestimmt. Damit werden die Bildfehler-
koeffizienten 3. Ordnung gewonnen. Die Streufeldeinwirkungen werden ehenfalls in dritter Niherung
behandelt, wobei die im Streufeldbereich stattfindende Gesamtablenkung durch das Modell eines
»Ersatzstrahlenganges® mit Knickung und Versetzung des Strahls an einer zu bestimmenden ,,Ersatz-
feldgrenze® beschrieben wird. Numerische Beispiele werden angegeben. Bisher 1—12 waren entspre-
chende Rechnungen nur bis in 2. Ndaherung durchgefiihrt.

Fliegt ein Ion durch ein magnetisches Sektorfeld
mit ebenen Polschulen, so daf} sein Geschwindigkeits-
vektor ¥ mit der Mittelebene des Magnetfeldes einen
kleinen Winkel § einschliet (Abb. 1), dann erfihrt
seine im feldfreien Raum zunachst geradlinige Bahn
schon vor der geometrischen Polschuhgrenze durch
das Streufeld eine stetig zunehmende Krimmung,
die im homogenen Teil des Feldes einen konstanten
Wert erreicht. Auf der Austrittsseite nimmt die
Kriimmung wieder stetig bis auf den Wert Null ab.
Fir eine Bahnberechnung mufl die Feldstarke als
Funktion des Ortes in der Umgebung der Bahn be-
kannt sein. Fir die Streufeldbereiche ist eine ent-
sprechende Feldverteilung zunichst nicht bekannt
und kann rechnerisch nur in Sonderféllen ermittelt
werden. Man wird daher versuchen, mit experimen-
tell gemessenen Streufeldverteilungen das Problem
zu losen. Die Bahnberechnung erfolgt daher zweck-
malig getrennt, zunédchst fiir den homogenen Feld-
bereich (bekannte Feldverteilung), dann fiir den
Streufeldbereich.
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Abb. 1. Verlauf der Feldlinien bei ebenen Polschuhen.

1. Die Nebenstrahlgleichung des homogenen
Sektorfeldes

Unter Vernachldssigung des Streufeldes eines
magnetischen Sektorfeldes entsteht ein idealisiertes,
an den Grenzen der Magnetpolschuhe scharf abge-
schnittenes Magnetfeld. Aullerhalb der geometri-
schen Grenzen der Polschuhe herrscht dann kein
Feld, innerhalb die konstante Feldstirke B,=B,
und B;=B,=0. Die geometrische Begrenzung der
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Abb. 2. Radialer Strahlverlauf im homogenen Magnetfeld.

Polschuhe am Ein- und Austritt des Ionenstrahls sei
kreisformig (Abb. 2). Der Krimmungsradius an
der Eintrittsseite sei R” (Kriimmungsmittelpunkt K"),
an der Austrittsseite R” (Kriimmungsmittelpunkt
K”). Die Richtung von B, bilde die z-Achse eines
kartesischen Koordinatensystems z, y, z. Die ay-
Ebene soll ,,Mittelebene* im Feld sein.

Die Bahn s, eines lons mit der Masse mg, der
Geschwindigkeit vy, der elektrischen Ladung ee,
(ep = Elementarladung, e=1, 2,...) in der Mittel-
ebene des Magnetfeldes verlauft vor und nach dem
Feld geradlinig und stellt im Feld B, einen Kreis
dar mit dem Radius r,=m ,/e e, By und dem Mit-
telpunkt M, . s, wird Hauptstrahl oder Mittelbahn
genannt. Der Eintrittspunkt 0° der Mittelbahn ins
Feld sei der Ursprung des Koordinatensystems 'y,
wobei 2" die Richtung des einfallenden Hauptstrahls
hat. Entsprechendes gilt fiir den Austrittspunkt 0.
Der Winkel des einfallenden (austretenden) Haupt-
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strahls mit der Normalen n’ (n”) zur Feldgrenze
sei ¢’ (¢). ¢ und &” werden positiv gezihlt, wenn
einfallender bzw. austretender Hauptstrahl jeweils
zwischen dem Ablenkzentrum M, und der Normalen
n’ baw. n” liegt. Ein beliebiger Ionenstrahl (Neben-
strahl), der zum Hauptstrahl windschief verlauft,
wobei er z. B durch den Punkt A; mit den Koordi-
naten —[', 0, vry, (v <1) geht und mit der Mittel-
ebene den Winkel § bildet, wahrend seine Projek-
tion in die Mittelebene mit der a-Achse bzw. dem
Hauptstrahl den Winkel o einschlieBt, beschreibt im
Feld eine Schraubenlinie, deren Projektion in die
Mittelebene wieder ein Kreis ist mit dem Radius
r=muv-cos fileeg By bzw. r=12mU-cos f/eey B,
und dem Mittelpunkt M. Masse, Geschwindigkeit
und Energie U sollen sich um kleine Betrdge von
den Werten fiir den Hauptstrahl unterscheiden. Es
gilt: m=my(1+y), U=Uy,(1+6) mit y<<1,
0 <1, ebensoa<<1und < 1.

Der Verlauf des Nebenstrahl im ,,Bildraum® (0”-
System) lafit sich durch die Geradengleichung

y" _ ON Ag* + .’I,'” tan a” (1)

darstellen 1. 0” A,* und tan @’ miissen nun berech-
net werden. Beide Ausdriicke sind Funktionen der
Parameterscharen R, R”, I/, @, ¢, ¢/, die die Geo-
metrie des Feldes betreffen (@ = Ablenkwinkel) und
a, B, 7, 0, die das Strahlenbiindel charakterisieren.
Die Berticksichtigung der Eintrittsspaltbreite 2 ur,
(der Punkt A, hat dann die Koordinaten — ¥, wrys
vry mit u < 1) erfolgt zweckmiBig spiter. u und v
zihlen zur zweiten Parameterschar. Statt y und 0
wird eine Impulsabweichung t eingefithrt, gemal3
m v =myvy(1+7), um die Rechnung zu vereinfachen
und ubersichtlicher zu halten. Man ordnet in Gl. (1)
die Ausdriicke 0” A,* und tan @’ nach Potenzen von
a, ff,  und deren Produkte und erhalt:

y”:TOZ Mli—{—x”ZNZi, (2)
) ]

i=a, 7, aa, Af, 11, at, aaa, 117, afif, aat, fPr. Da-
mit sind die M; und N; nur noch Funktionen von @,
¢, &', I, R’y R". Eine weitere Aufgliederung der M;
und N; nach Potenzen von ['/ry ist vorteilhaft. Die
Bahnberechnungen in 2. Naherung lieferten alle ein-
und zweifach indizierten Koeffizienten, wahrend alle
dreifach indizierten Koeffizienten neu zu bestimmen
sind.

Um die Ausdriicke 0" A,* und tana”” zu berech-
nen, kann man nach zwei Methoden vorgehen. Aus-
gehend von der Lorextzschen Bewegungsgleichung
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eines elektrisch geladenen Teilchens in einem Ma-
gnetfeld, stellt man fiir die relative radiale Abwei-
chung o= (r —ry)/r, des Nebenstrahls vom Haupt-
strahl eine lineare inhomogene Differentialgleichung
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten auf:

(p = Azimut) :
flo) =7—

W 1op
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o o=fle), (3)

wobei das inhomogene Glied f(90) entsprechend der
hier angestrebten 3. Naherung bis zu Gliedern, die
klein von 3. Ordnung sind, berechnet werden muf}

o =7 = 3 (@ + ) +o T+ +Tof —27% 0
@@+ (—1)+(t— dof~ $°— § 7 +07) 0

5 do \2
—G+0) P+ +(1+8-29) <'af;;) « P

Durch ein approximatives Losungsverfahren fiir Gl.
(3) erhalt man ¢(¢) bis in 3. Naherung. Unter Be-
achtung der Kriimmungen 1/R" und 1/R” sowie der
Neigungswinkel ¢ und ¢” der Feldgrenzen gewinnt
man aus 0(®) und (do/d¢),.s die gesuchten Aus-
driicke 0" A,* und tan a”’.

Eine zweite Methode besteht darin, da3 man nach-
einander die Koordinaten der Punkte A;, M und
A, auf Grund rein geometrischer Uberlegungen in
3. Naherung bestimmt.

Mit den Abkiirzungen:

. ’ 4 ’ ’
s=sin D; ¢ =cose¢; t =tane¢
4 ’7 4 ’
c=cosP; " =cose’; t'=tane”
,  sin(@—¢) ,  cos(P—¢)
S = s C = ]
COs & COS &
, sin(@—¢") ,  cos(P—¢”)
S = s C == ’” H
cos & cos &
sin(P—¢ —¢”) gn &
o= " A=
cos & cos € T

Maaa = Waaad + 'l’ Maaal + ;',2 Moga2 + ;“,3 Muga3

Magad = — (17.3_’_ %SC(I—}-t"?) _ %Scll2tll2+

Magal = % C’ &7 C’ t’2 -

N (st"2C"+ct') +C/t”(C”l’— %S) +

’ 24 ’7 r7
Hoaz=C C" 26— %512 0®—
3ryst’C?

9 R ¢

To

+ T o R e

1 g2 2 . To
Maga3 = 3t Co + 2R ¢3

Maat = Uaaz0 + j', Maart + ;*,2 Maar? s

(€ v vooB2E) 4

ergeben sich dann die Koeffizienten M; und N; zu:
Ma:/ua()"l'l,,uals

Ma) =S 4

=L}
M, =y,

Hao=1—c;

Moo= oy + & poat + 2 plogs 5
Ua =% (c(1—c) +17%s2),
et = C (£ +1'C") +co,
Maz=— 0(c+ 21" C") + 5 ;;scs H
Mar=lua70+)‘, Mozl »
paro=s(1—¢) (1 +272),
U=t (t"+8")C" +so0;

Mn'=/utt07
peo=0" (" +8")(1—c) — & (" +57)%

Mg = g0 5
tgpo=—%(1—c);

Yo A
2 R/I c'/a 2

Ls04+C 12 tc(l—c)+ $s282—5C"1")

3rys2t” C’
2 R” C”s’” )

fo(o+21C)

(3st' +s2t"2+c(l-0)),

ro Toie B

ARy L

Paao= 3 e(1—c) + 352473+ § 52— §sC" 2 (" +57)
_ %S Cu tus(l ——C) s 7}82{’3(!”—'—5”) +Cl”2 (1 —-C‘)

To
R

+ (s(l—c)2+ 452471

—C)),
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a1 = E{E" (" +8")C +s0) +st" o({"+8") + (1—c) ¢

318t C’
I o o e 1P ’7 o 7
CCr2"+S8)+ gpiga

/uanr:. = }0(0+2C t

(1= + 525 (L) (1 +£72) —1);

2 Rll C”Is 2 Rl cls

ar
luan = luunO +4 ,u'aul ’

My — (t"—i—S”) t”2 <Cu(1 —-C) + %s(t"-}—S") ) +

_C)s

Py = O'( (1 . C) (t” +S") t”2 _ S) _ C/ trr (t” + Sn)

y Ty

.<1+ %t”(t”+s’,)>+f_} R"c"iﬂ

]”111 = Mrr10 5

ar
Mags = pappo+ 4 Happs

Mappo=—s(L—c) (14172, uppr=— s so—4C't

Mrﬂ,')’ == ;utﬂﬂo ’

/l!ﬂp,[):_ % (l_c) (C”—.t”(t“—f—s”) >.

7 Y4
"va: Voo +4 Va1,
’”
VaO=C ) Vsl = =03
’” ’r
Nr:)'103 V=1 +S H

ar /2
]v(m':“'aa()_*_'i Vaal +j' Vaa2 »

77 T, 52
Vadd = — % (S”'i't”c 2) + 2 Igr'cff3 ’
’ rosC’
Voa1 = — G(t, -t C ,) i RO” PZR

re C* ty C*®
=—31"0+ it o
< 2R ¢ 2 R" "3

C't'(1-0)2;

17
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< g
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2 R‘:/ '3 (]- - 6)25

Moo= (7 +8)H(1= (1=c) £72) — (" +8") (L) "+ , 2 i

’ ’9 ar
]vaaa =Vaaa0 + A Vaaal + 4* Vaaa2 + 4 s Vaaa3 »

Vaaad =

Vaar = — 0(1/3+ §C"2(1 +17%) +12+¢" 0/2— 3¢ ¢" C”)

’
]vat=vm'0'*"1 Varl »

o t/,

Var) =
]
N 7t = V1205

Npg=vpp0,
, - 1
Vgpo= — 2

ol s (1-o)3;
(tu+szl);
Y ’r ros(l,,_,,c)
C'(t"+85")+ R &3
o 7’ Cc(1—
V== {1 +2(¢" +8")) + LD
L’ ’” 77\ o 7 ’r ro(l—c)?
Vi) = — 2 (t +S )-_(t +S )+ ;(RNCN):;;
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g S

_ C///6 + J_S‘C” z// (S// 4 C//2 t”) + %C”3 + ¥ L

+ g (382 0— 0 C2+C24c~ §eC) +
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R ¢3 R’ ¢
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e 3 79 - ’ ’r _
Ve = — 3 03 (1 +72) + 55 (F +170) — 510

’ ’9
Nauz = Vaa:0 + A Vaarl + v Vaar2 s

31y

Vet = (7 + SV (C2A+82) + $078") + 5o

(3 —e) ~C2(A—c) -4 (" +5") +

To s’_f" S
R e (1=c)

(c —st'C"-C"? ¢

3r2s2C ¢
9 Rng’ L;u‘ )

(2 t/ Cl/_ O— t// C/’2)

ToS

/9

R"‘C""

C Ty

):

b

ce\

c’3 R” ¢” / ’
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Vot = L 6—3C" (" +8”) 1+ -C"{" 0 +{ " a(d" +S")
+ (351 (1=c) 6 —3C°C" (" +57) +s+5C —{'(1-c)

R
’ 3 ct
+CY (-0 + 2T (1-0) ),

Ty ol 4

’ ’ I'C”, T
e ) - g

2R T R
—%62(1 ——c) _ é}t”cl2(t”+s,’)> ;

Voz= 302" +8") (1 +0"%) +1"0%—

3¢

-<s’2(1_c) L0+ 2

Nart = V0 + ;"’ Varel »
2, g C”<l” + ;3 (t// +S//) (1 + [”2) > (t,/—i- Su)
e s <s(1 —)2 (141" +s [' (" +5")(1—-¢) —(1—¢)

124 ’7 E; ’7 l:’l, 37 . ., \
— (48004300 (F5 A=) ~C"A—c) ~25("+S5"))),
V= —0(1+287("+8") + 3 (" +8")2(1 +1"%))

+ Ty /C’[t”(t"-i-S") (I—C) _ % (t"—{—S")g— (1_0)]

R e\
+t" (" +8")C'(1=¢) +s6(1—c)
3= lo(l=¢) + E"—Cc (1—c)~2C'(t”—|—S")J>;

Nrrt = Vel »
Pt (l” +S//) (1 + t,/(t”-f— S;/) & % (1 +t//2) (l” +SU)2)

+ ZRT?C’“’ (1—c¢) <— (" +8")2-(1—-¢) + 1;?,’;:, (1—¢)2 =" (1 —¢) (t”+s”)> :
Nagg="Vappo+ 4 Vapps »
V= 17 C(0+S") — Sy (=),
Vagpr= — F L+ (4 57)) = ;o (1—e);
Nogs="2p50 5
vgpo= 5 (" +S87) (1+(1—c) ")+ $ (1-c) (1 +C") " — 5305 (1—¢)2

2R 73

Beriicksichtigt man die endliche Eintrittsspaltbreite 2w ry, so ergeben sich weitere Koeffizienten, die sich
als Funktion der eben berechneten darstellen lassen:

Muzfuu()» Muuzluuuﬁa
Hup = Uats Muud = Mua2;
’ ar " 12
]uau = Uaguo + A HMaul 5 Mcmu = Mgau0 + 4 Uggut T4 Haqu2 »
Mau) = Haal » Magud = Haaal — Li Hat 5
Maul = 2 a2’ Maqul = 2 Maaa? 5
Maau2 = 3 Hagals
ar
Mr() = M0 » ]”ozru = Wgry0 + 4 Mazul 5
Hruo = Hart 5 Marud = Maarl »
, Harul = 2 Moar2;
/”aull = Uauuo + A HMauul -+ Mfru = MUrzu0 5
Hauuo = Haaa2 5 Mrru0 = Mazels
Houul = 3 Maaads 1”55” = HBBud »
Mppud = Uapprs
Mruu = Uzuuo » Muuu = Huuuo »

Mruu0 = Uear2s HMuuud = Waaa? -
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Substituiert man die Impulsabweichung t durch die in der Praxis vorteilhafteren Groflen y und 9, so er-

geben sich die folgenden Beziehungen:
M:w = % Mr )
M6 = %Mr s
M:.'é :-l}']l[t-" %Mna

‘/‘165 == :1( Mrt -

M.,
M., =M.,
My =3M,,
M;'u %Mms
Méu = {’LMm’

M:'}':-' Z%(% Mr—Mrr+M11r)9

Mu:u:.' = % (Man - ‘%M{u)s
%(Mn_' %M,—{— %Mrn),

u % (Mnu'_ %_Mzu) 5

Fiir die Koeffizienten N, gelten ganz analoge Bezie-
hungen. Sie werden nicht explizit dargestellt, da
man nur M mit N, bzw. @ mit ¥ zu vertauschen
braucht. Die Koeffizienten fiir i = a > und i =7 hat
LiesL '3 bestimmt, um die Richtungs- und Energie-
fokussierungskurven bei doppelfokussierenden Mas-
senspektrographen in 2. Niherung berechnen zu
konnen.

Die Bildfehlerkoeffizienten 3. Ordnung fir das
homogene Magnetfeld sind damit bestimmt. Es er-
geben sich fiir die M; und N; jeweils 24 Koeffizien-
ten neu, nimlich fiir i =aaa, yyy, 000, uuu, aay,

aad, aau, afff, ayy, add, ouu, Py, fRO, pPu, yyo,
yyu, y00, yuu, odu, duu, ayd, ayu, you, adu.

Da das homogene Feld axial nicht ablenkt, treten
keine Koeffizienten mit v auf.

2. Richtungsfokussierung 3. Naherung

Wenn an der Stelle 2" =1" das ,,Bild“ entstehen
soll, so ergibt sich fiir y”" nach Gl. (2):

y’' =13 Bii (4)

mit Bi=M,‘+ 'l’IVi.

To
Die Bedingung fiir Richtungsfokussierung 3. Nahe-
rung lautet dann:

Ba:()a B,‘,‘:O, me:O' (5)

13 H. Lies, Optik 16, 108 [1959].

Moy =% Moy

Mss, =% (M. — $ M.+ § M),
M;’uu: }vauua

Mﬂﬂ}‘: %Mrﬂﬁ,

Mys =3 G M. —M.+M.,),
My =% (Meee — M),

Mééu = 1} (Muu— %/Mm)a
Mo =3 Mo

My = ‘JZ‘Mruua

Mggs = %Mzﬂﬂ;

My =4 (M + 4 My),
Ma;-u = %Marlls

M?'(su == % (Mnu 1 %Altu)v
Maéu = %Maru .

Fiir den Fall, da man den radialen Bildfehler
axialer Herkunft noch mitkorrigiert, kommt zu den
Bedingungsgleichungen (5) noch die weitere For-
derung: Bs;=0. Es ldlt sich aber dann allgemein
zeigen, daf} Losungen nur fiir grofle Ablenkwinkel @
moglich sind, abhingig von der Wahl von ¢" und ¢”.
So gilt fiir & =¢” =0 die Einschrankung @ >180°.
Fiir ¢’ =¢” = —45° muB immer noch gelten:

@d>90°.

Fir beide Fille (ohne und mit der Bedingung
Bgz=0) wurden mit einer elektronischen Rechen-
anlage Beispiele gerechnet. Einige Ergebnisse sind
in Tab. 1 und Tab. 2 ausgewihlt. " bzw. £ bedeu-
ten die relativen Kriimmungen (k=ry/R) von Ein-
und Austrittsfeldgrenze. Die die Biindel6ffnung be-
treffenden Bildfehlerkoeffizienten Bz und B,zz wur-
den mitberechnet.

3. Die Streufeldeinfliisse

Die rechnerische Erfassung der Streufeldeinfliisse
gelingt nur, wenn Eisenblenden vor und nach dem
Feld die Ausdehnung des Streufeldes soweit begren-
zen, dal}, verglichen mit dem Hauptablenkradius ry,
der Streufeldbereich als klein betrachtet werden kann
(Abb. 3 und 4). In diesem Fall lassen sich die Be-
wegungsgleichungen fiir den Bereich des Streufeldes
naherungsweise losen, wenn eine bekannte Streu-
feldverteilung als Funktion des Ortes angegeben
werden kann.
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v [

Nr. D 4 &’ . == kf kK Bﬂg Bxgg
ro To
1 60 0 0 1,0 3,732 —1.349 0,941 —1,866 —2,526
2 90 0 0 1,0 1.000 1,449 0,550 —1.000 —1,775
3 100 0 0 1,0 0,700 1,538 1,904 —0,931 —2,175
4 100 0 —45 1,0 0,411 1,258 —1.363 —0,548 —0,706
5 110 0 —45 1.0 0.318 1,705 —0.663 —0,607 —1,174
6 90 5 —45 1.0 0,521 —0,253 —0,357 —0,500 —1,586
7 100 5 —45 1,0 0,433 1,266 —1,312 —0,546 —0,817
8 90 5 —45 1,0 0,521 0,732 —1,264 —0,500 —0,895
9 110 5 —45 1,0 0,341 1,760 —0,797 —0,602 —1,143
10 90 10 —45 1,0 0,540 0,645 —1206 —0,500 —1,130
11 100 10 —45 1,0 0.453 1,254 —1,285 —0,544 —0,710
12 110 10 —45 1,0 0,362 1,792 —0,926 —0,598 —1,206
13 90 — 5 —45 1.0 0,477 —0,323 0,459 —0,500 —2.010
14 90 — 5 —45 1.0 0,477 0.822 —1,447 —0,500 —0,617
15 100 — 5 —45 1.0 0,388 1,231 —1464 —0,550 —0,525
16 110 — 5 —45 1,0 0,291 1,626 —0,561 —0,612 —1,151
17 90 —10 —45 1,0 0,451 0,839 —1,620 —0,500 —0,382
18 100 —10 —45 1.0 0,361 1,187 —1,679 —0,552 —0,217
19 110 —10 —45 1,0 0,261 1,521 —0.635 —0,618 —1,021
Tab. 1. Numerische Beispiele fiir die Fokussierungsbedingung B,=B,,=B,,,=0.
. , , r v , ,
Nr. D € e’ —_ k kK Bugs
ro ro
1 230 —10 0 1,556 2,144 —0,413 — 0,378 0,535
2 230 =10 0 1,556 2,144 — 0,840 —0.825 — 0,690
3 230 —10 —10 1,556 1,556 —0.552 — 0,552 0,313
4 230 —10 —10 1.556 1,556 —0.725 —0,725 —0.478

Tab. 2. Numerische Beispiele fiir die Fokussierungsbedingung B,=B,,=B,,=B3;=0.

ankommenden Strahl, sondern an der Polschuh-
grenze derart orientiert, dal} die #-Achse senkrecht
auf ihr steht (die & —#-Ebene ist Mittelebene). Es
werden hier nur die Einflisse an einer Feldgrenze
i (der Eintrittsseite) studiert. Die Ergebnise lassen
T | = sich sofort auf die Austrittsseite iibertragen. Die ent-
' sprechenden Parameter ¢, R usw. werden daher
ohne Indizes bzw. Striche geschrieben.

3.1. Die Feldverteilung
Abb. 5 zeigt qualitativ dargestellt den relativen

*5 Das Koordinatensystem &, #,  ist nun nicht am

]
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Stegvteldbereich . Streufeldabfall mit (Kurve 1) und ohne (Kurve 2)
Abb. 3. Radialer Strahlverlauf mit Streufeld. Eisenblende’ gemessen ]éings der 7]'AChSC. Fur /']>7]b
B (omo)
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Abb. 4. Axialer Strahlverlauf mit Streufeld. Abb. 5. Streufeldverlauf mit (1) und ohne (2) Blende.
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ist das Feld homogen. Durch die Blende erhilt das
Streufeld eine definierte Ausdehnung, so daf} fiir
n<n. B:(0,7,0) =0 ist und |5, —7,|<<ry. Die
Komponenten der Feldstdarke im Streufeldbereich in
einem beliebigen, aber nahe der #-Achse befindlichen
Punkt P(§,7,) als Funktion der experimentell ge-

R. LUDWIG

messenen Feldverteilung B:(0,7,0) und deren Ab-
leitungen, erhalt man dann durch eine geeignete
Tavror-Entwicklung unter Beriicksichtigung der
Symmetrieeigenschaften des Feldes und der fiir das
Magnetfeld giiltigen Beziehungen rot B =0, div B =0
und 4B =0 bzw. 4B;=4B,=4B:;=0 zu:

3B £3 3°B 3B £ 3B | Enl® OB EL3 a2
By(6,m,8) = - 'SRC' 3n iR‘ T 5122(: 3 2’152 o T R b T 6R O
Ea 2 4B ECS 35B
T 12ROyt 120R 35 Tt (6)
.3B 1 3B 2L 2B 3 323 | E2(3 3B 5 "B gL 3B
B, (&m0 =¢ 3 6 & kPR L;Ig 2 T 6CR7 In? f2§{ It 120 s EET(% 3
_Bqf¥B_ 3B g0 ¥B P 3B Bl OB (6)
2R 2 60 R It 6 R2 2 6R> 3y ' 8R> 3 é
52,7 4-3 4B 52 4-5 B C7 3B
2R 3¢ 240R a;;“'goﬁ gy T
2 32B 2 3B :2 2 ~2 Q3B 4 Q4B 4 33B
B:(§,1,0) =B 5 o 2ER an T2R an if{ e 254 ot _1§R e
_ &n SB S & 3%B L& né* 3B | 89238 £2{* 3B (6)
2R 3 8R® 3 ' 2R Oy 4R 3 4R 32
,,74-4 3B ;:4 4-2 4B 52 4-4 5B Ca asB Ce 35B
T12R 3n®  16R® 3n° 48R On5 720 3n® ' 240R 35 T vttt

Zur Abkiirzung wurde in den Formeln (6) B statt B:(0,#,0) geschrieben. Dies gilt auch fiir alle folgen-
den Ausdriicke. Bei der Beantwortung der Frage, bis zu welcher Ableitung man die Tayror-Entwicklung
anschreiben muB, ist zu beachten, daB die Ableitungen 3"B/3y" der Streufeldverteilung groBe Werte an-
nehmen kann, da der Bereich, in dem sich die Funktion B/B,, von 0 auf 1 iindert, als klein betrachtet wer-
den muf3.

3.2. Die Bewegungsgleichungen

Schreibt man die Lorentzsche Bewegungsgleichung fiir ein geladenes Teilchen in einem Magnetfeld in
Komponentenform, so erhilt man ein System von 3 gekoppelten Differentialgleichungen 2. Ordnung. Inte-
gration nach der Zeit mit Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen (zur Zeit 1 =1, passiert das Teilchen
die Stelle =1, mit den Geschwindigkeitskomponenten &= £, und {=¢,) fiihrt zu folgenden Gleichungen:

b0 = b g [ (£8,-78) &, é(z)=é‘a+qtf (nB:—£B,) de (7.8)
ta a
mit g = e ey/m. Eliminiert man die Zeit unter Beachtung, dafl £=pcos f sin ¢ und [ =osin f ist (s. Abb. 3
und 4), so erhdlt man die Gleichungen:

o
sin &(7) = 75/2 sin &, + fozrﬂ—f( :):/f —B: )d?}, (9)
Na
n
sin () = sin ﬂa+§j (B: — B, tan ¢) dn (10)

Na
mit it gy~ s sin 3, = a |
47 dcosfg & u °

<R

Q1
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B (n) und &(%) sind die Neigungswinkel der Bahn bzw. der Projektion der Bahntangente in die Mittelebene
in jedem Punkt &, %, gegen die Mittelebene bzw. die 7-Achse. Fiir die Bahngleichung gelten die Aus-

driicke:

7
&(n) =Ea+Jtan€dn,

Na

L) =tut |

",
tan

p dy.
cos &

(11, 12)

Na

Durch trigonometrische Umformung der Gln. (9) und (10) lassen sich fiir tan ¢ und tan f/cos ¢ die be-

notigten Ausdriicke gewinnen.

3.3. Lésung 1. Niherung und Ersatzfeldgrenze

Mit Hilfe der Gln. (9) — (12) lassen sich Ort und
Bewegungsrichtung eines Ions im Streufeldbereich
angeben. Betrachten wir die Bahn eines Ions einmal
fiir eine reale Streufeldverteilung (wobei nur Terme,
die klein von 1. Ordnung sind, beriicksichtigt wer-
den) nach Gl. (6) und zum anderen fiir ein Feld
mit B;=B,=0, B;=B, fir =0 und B;=0 fiir
7<0 (scharf angeschnittenes Idealfeld), so wird ¢
an der Stelle =1, fiir beide Félle verschiedene
Werte haben. Erweitert man nun den Bereich des
homogenen Feldes von der Stelle =0 bis zu einer
Stelle  =7%, so sind fiir beide Falle bei =1, die
Werte von ¢ in 1. Naherung einander gleich, wenn
man #* wie folgt wihlt:

7b
nt=my— | 2dn. (13)
7a
Mit Gl. (13) ist die Definition einer ,Ersatzfeld-
grenze“ gegeben % 7,

Abb. 6 zeigt nun den Strahlengang im wirklichen
Feld (Strahl 1) und im Ersatzfeld (Strahl 2).

Abb. 6. Zum Strahlengang im wirklichen Feld (Strahl 1) und
im Ersatzfeld (Strahl 2 und 3).

Strahl 1 hat zwischen %, und 7, eine von Null ste-
tig wachsende Kriimmung, die fiir # = 7, in die
konstante Kriimmung 1/r iibergeht. Strahl 2 ver-
lauft geradlinig (mit Steigung tan &,) bis zur Ersatz-

feldgrenze #* (Schnittpunkt &;) und von da ab mit
konstanter Kriimmung 1/r. Extrapoliert man den
Strahl 1 im Ersatzfeld mit der konstanten Kriim-
mung 1/r riickwiirts bis zur Stelle p =%* (Strahl 3),
so trifft er die Ersatzfeldgrenze bei der Koordinate &,.
Die Rechnung ergibt, dal die Differenz 4& =&, — &
in 1. Na@herung gleich Null ist.

Im Gegensatz zum homogenen Feld erfahrt ein
Ionenstrahl im Streufeld auch eine axiale Ablen-
kung. Da bei der Definition der Ersatzfeldgrenze
nur Unterschiede im Winkel & von Strahl 1 und
Strahl 2 betrachtet wurden, wird der entsprechende
Unterschied 48 im axialen Winkel an der Stelle 7,
nicht Null sein. Es ergibt sich:

Ap= — {ytan &g 4

LA |
To

wobei {; und {, die dquivalenten axialen GroBen zu
&, und &, darstellen® 6. Fiir 40 =, —, ergibt sich
in 1. Naherung ebenfalls Null.

3.4. Lésung 2. und 3. Niherung

Durch die Definition der Ersatzfeldgrenze wird
zwar der Winkelunterschied 4¢ in 1. Naherung zu
Null, nicht aber notwendig auch die Groflen 48, 4¢,
AC. In 2. und 3. Naherung ist auch 4¢ von Null ver-
schieden. Berechnet man Ae fiir die Strahlen 2 und 3
einmal an der Stelle 7 =7%; und dann an der Ersatz-
feldgrenze n* (de=¢,—¢,), so sind beide Ergeb-
nisse erst in 3. Ndherung voneinander verschieden.
Bei den unten angegebenen Formeln handelt es sich
um den Winkelunterschied de=¢, —¢, an der Er-
satzfeldgrenze. Die axiale Winkelanderung 48 ist
jedoch sowohl bei 7 =1, und bei  =%* exakt gleich.

Die Naherungsrechnung [approximatives Losungs-
verfahren fiir die Gln. (9) — (12)] ergibt fiir die
GroBen de, A48, A&, AL folgende Ausdriicke, wobei
zur Abkiirzung B’ fiir OB/C», B” fiir 92B/3? usw.
steht und die Integrationsgrenzen 7, und 7, der be-
stimmten Integrale einfach durch ¢ und b ersetzt
wurden:
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b
£z L2 tan? &4 e £, tan fgtan? g4 {,2tand ¢,
Ae = 2Rrycoseqg  2Rrycosdeq | 2 Rry Bycos &g f(’?-’? VB dy — Th + 272
b
A & tan®eg j 2 p’ {itan fatan®eq | (P tand g\
\4Rrycoseq 4 Rrycos®eq ' 4 RryBycos &g (7 —2")* B dn — 27, + 2'7,072‘*/”"*‘(”
L1 (/582 +4tan®es) 2§, tan ﬂa,t,a}l‘?’
By |\ 2Rrycos?eq R cos? g4
L Sftanea Gy 35 L ftaneg)
2R2coseq 2 R%cos &g 2 R2 cos® g4 2R2cosde, /0
p(=8 & G'G+Gtans,) taneg | 2 tanfstangy  tan'fy
\ 2 R2 cos? 4 2 R2 cos g4 2 Rrycos®gq 7o €0s3 &q 2 cos &g
- &2 tan2 eq(3+4 tan a) \ /B d + / Cf tan ea(1+2 tan- ) {tﬂ!’ﬁ)ﬂ‘fﬂgiz tan? gg)
2 ry? cos &q " e B, cos &q ro By cos g4
{2 tan £4(5+6 tan? &) \f 2 / & tan &0(24-3 tan® gq) & 5 5591
2RryBycos®eq / B d'7+\ 2 R cos &q N 2Rrocoe4sa/f(77_77‘) B dy
b . b
., tangg ) - 3 tan g, 2
T2RroBocos4sa (de7]> 2 RryBycost eq f(deU) 4y
a a
b
L /{1® tan Bq tan &4 (5 +tan® ea) 4‘14 tan gq (5+tan®gq) | 2 { " tan® g4 (142 tan® gq) \ f B2d
\ 6 1y By cos g 8RryBycoseq 3142 By cos &, / "
Cx (1+22 tan® &q) / BB iy + /&P tan fgtan eg(1—3 tan® &) | 2,5 tan 4 (1+2 tan® &)
12 12 By2 cos® &g LY 30 ry By cos &q ki 15 ry By cos &g
b b.
CIG tan &q \ 9 gl tan? Ea f 7”9 tan? Ea j %2
- 18Rr0300052£a B dy T 62 B2 cost‘a BB d77—i_2R2coss 7(n—9")*B dy
a
gty ( *)3 B dy + Terme 4. Ordnun
2 R? cos &g = R ’ B
b 4‘ s b
Citaneg | £ (142 tan® &) _ {1 (142 tan’ &q) 2 26, (1+2tan’ eq) ] ’2
4f= — 1y rBycoséq B dn re2By2coseq B*dy — 31,2 By? cos &4 B*dy
a a a
b
2 £,5(1+2 tan® &q) /-B"2d &G & tanfa (y40) — Litanea (324270+3062)
15 ro® By? cos &g ’7 R rycos® &g 8r,

b b
/51(1‘*‘2 l{lﬂzsa) j Bd 517(1’1"72 @nzsa)”fBz d77— 2;&(1’*‘21?[1280) /312 d?’]

2p2
T\ 12 By cos & 1o By? cos &g 312 By? cos &g

2 2
_rgpaszte) pag N s 1 Gt a2t e L ot e
15 ro2 By2 cos &g / ro By | 2 ro cos? &g
_ {i*tan ﬂa 77"}&:1&(2}2 tan®gg+3tan‘ea) Sl P _ Ptan®eg
2o + 9r,? R2 cos® gg 6 Rrycos’ &g Ry cos? &g

3 £,2tan f4 tan &g {Ptaneg(1+2taneq) 3 §2 taneq &% tan flgtan &g \ B
+ 2 R cos? &g 2 R? 2 R2 cos? &g 2Rcoseg /0

&8

2R Ty cos? &4
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b b
&£ tan gg(5+6 tan® &9) fBz dn + <51 Litaneg(5+6tan*eq) | &6 \ /.Bdﬁ
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R ry By cos &q Ry cos &q R2cos®eq /.
0 a
n /tan fq(1+3tan®e;)  Citaneg(3+4tan®eq) £, (143 tan? &) 9{ taneq
\ 27, Bycos? &g o2 By cos® &4 2Rr, B,, cos £q 2 Ry By cos® &g
tan fig tan £q (243 tan® &q) . £y tan g4 (2+3 tan® &) \ B dy /tan Patan es(2+3tan*eq) | tan fatan &q
2 RB,cos &g 2 R? B, cos? gq R cos &g 7o €0s? &g
£y tan® g4 (2+ 3 tan? &q) &y £ tan £q(2+3 tan® gq) \f f
+ R rycos g R rycos® &q " R2cos? &g dﬂ B d';
_ /&itan &g (142 tan® &) tan fq (142 tan® &) £y tan® g4 (546 tan® &g). \f 5
\ 1o B, cos® g4 + ro By cos® g T Rr, B0 cos &g (77 n ") B? dn
b
B 2}:1 513 tan £¢(5+6 tan? 1% q) th) d7 - sl5 tan £ (7+10 ngja) fB,3 i
3R ro By cos &4 6 12 B2 cos® g4 "
b
&8P tan g (546 tan® &q) /' 119 {1 tan g (7+10 tan® &) f s f
12R Ty B0 cos &g B d + o2 By? cos? g4 | B dn B dr]
a
_ /28 2tan ﬂ@§£+2 tan®eq) | 2(tan gg(1+2tan’eq) | 2% tan® &g (5+6 tan? 8a)\f *\ n72
\ ro By cos® g4 +- 3712 B, cos? &g + 3RryBycoseq (n—u") B*dy

+

+ vna

2 ry cosd &g 2 1, cos® &g
() 0

+

b
/58 tan Ba (142 tan® &) + §® tan® £4(5+6 tan® Ea’)‘\f (0 —1*) B2 doy — £,7(1+2 tan® &) fBr//2 dy

N 12 1o By cos® &q 12 R ry By cos &g 90 ry B, cos &g

2£,%tan £4(9+14 tan® &) fB’Z dn/Bd o Gltanea(5+8 tan’ &) [B”2 dr fB dy

31,2 By? cos? g4 6 192 By? cos® &g

9 7,2 By? cos® &g 12 ry? B,? cos® g¢

£, tan g4 (3+4 tan® &) /B,Bu2 dy + {3 tan gg(1+2 tan? s,,)i‘/'B, s [dn /B”2 dy ]‘ $enn
a a

Terme 4. Ordnung;

b
e (p—n*?® 1 [ /' L2 (y+9) (np—n*)2(y+9)
— e s | dy [Bdn — — —
roBycos® &g

4 rycos® &g 4 1y cos® gq

21y By cos® g4 2 ry2 By2 cos? £g R rycos® &g

b
7+(§ /dﬂ /Bd + 4‘12 tan EG(5+6tan2 8a)7‘/ B2 d77+ »El ;12}?!1_8_0
a

21y 2 cost sa 271, 2 cos? &g &a

{1 tan g(7+11 tan® eq) tan eg(np—n*)®  {;®tan £4(5+6 tan® &g)
! 24 r:2 B,2 cos® g4 ‘ Bl?d o - = =y —1")

2 r02 B2 cos? g4

3 ten el f(/Bdn)zdn+(/dn/(n—n*)?B’dn—(nb—n*) fb(n—n*)2B’d77)

b
i tan & 'f/dn/(n —7*) B'dy + ... Terme 4. Ordnung;

RryBycos® &g

tan® &g
2R To Bo cos? | ea
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R 1 [ &2 tan &g {3 tan g4
5 = l

To COS &g 2R 2 R cos® &g

_ £i(1+2tan® &)
271y cos &g

*\2
(s—1")%— RB,

o C®tan fgtan eq
1

2 cos &g ro By cos &g

{,tan gq

RBycos®¢q

+

3 ry By? cos &g

B.2
12 ry By? cos &q

Damit sind die durch das magnetische Streufeld be-
dingten Ablenkungen in radialer und axialer Rich-
tung bis in 3. Naherung erfafit. Das von 7, bis 7,
reichende Streufeld wird in 1. Naherung durch ein
schmales homogenes Zusatzfeld ersetzt, das bis zur
Koordinate 7 =7%" reicht. Fiir das so entstehende
Ersatzfeld, dessen Feldgrenze in jedem Fall gerade
sein soll, auch wenn die Magnetpolschuhe gekriimmt
sind, ergibt sich fiir den Ionenstrahl bis zur Stelle
n=n* (Beginn des homogenen Ersatzfeldes) eine
geradlinige Bahn mit der Steigung tan ¢, bzw. tan f,
(Bahn 2 in Abb. 6). An der Feldgrenze erfolgt dann
eine Knickung um Ae und 48, sowie eine Verschie-
bung um 4¢ und A{. Mit etwas verdnderter Richtung
und verschoben lduft dann der Strahl im homogenen
Feld mit der konstanten Kriimmung 1/r weiter
(Strahl 3 in Abb. 6), bis er bei #; in die ,,wirk-
liche® Bahn (Strahl 1) einmiindet.

4. Numerische Beispiele fiir die Streufeldeffekte

Eine von Kunze!* an einem Modellmagneten ge-
messene Streufeldverteilung mit Eisenblende wurde
zugrunde gelegt, um fiir einen Spezialfall abzuschat-
zen, wie grofl die Ablenkungen und Versetzungen
von lonenstrahlen sind, wenn sie das Streufeld pas-
sieren und wie grof} die Effekte 3. Ordnung im Ver-
gleich zu denen 2. Ordnung sind.

Abb. 7 zeigt die gemessene Streufeldverteilung.
Bei =0 ist die Polschuhkante, die Blende befand
sich 5 mm davor, der Polschuhabstand betrug etwa
2 cm. Der Feldanstieg erstreckte sich dann von un-

14 H.J.Kunze, Diplomarbeit, Technische Hochschule Miinchen
1961, S. 70.

£,° (143 tan® &)
6 rycos &g

b
£y tan eq (1+2 tant® ) / (n—n*) Bdy +
a

b
r 2 ” 5 2 2 ¥
£5(1+2 tan® £4) fdﬂ fB 2 dy + 2 {7 (142 tan® £q) (np—7%)

15 ry By cos ¢
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£y tand g (mp—n*)?2 tan fq tan gq (p—7n*)?2
2R 21y cos? &g

b
i (1+2 tan® &) (0 —7%) /'32 dy
a

To By? cos &4

By cos &g

b b
_ §i(1+21tan® &) dn/32 dy — ,‘,a,“ﬂit’,’,‘!f‘i/ (n—n*) Bdy
a a

3719 By cos &g

b b b
[an [Bag— 25LCI2EE5) [g [pegy 4 2EQLIRT ) [ rray
a a a

b
/ B2 dy , + ... Terme 4. Ordnung.

a

Sl
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=3

T T T
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Abb. 7.

gefahr 7,= —2,75 cm bis 7, = + 1,75 cm. Alle in
den Formeln vorkommenden Integrale wurden nu-

b
merisch ausgewertet. Fiir [ (B/B,) dy ergab sich

a
1,88 cm, d. h. man erhalt fiir »* den Wert — 0,13 cm.
Als Beispiel wird an der Austrittsseite eines Magnet-
feldes ein radiales Ionenbiindel mit Ionen einheit-
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licher Energie und Masse (d.h. f=y=0=0) be-
trachtet, das in Abb. 8 durch einen Mittelstrahl und
zwei Nebenstrahlen reprasentiert wird. Um an den
bisherigen Rechnungsgang anzuschlieen, wird zu-
néchst nach Abschnitt 1 das Streufeld aufler acht ge-
lassen. Die geometrische Polschuhgrenze sei die in
Abb. 8 gestrichelt gezeichneten Linie II mit dem
Krimmungsradius R. Es liege also ein an dieser
Grenze scharf abgeschnittenes Idealfeld vor. Die
Ionenstrahlen verlaufen bis zu dieser Grenze II
kreisformig und von da ab geradlinig und sollen
sich in der Entfernung I in einem Punkt P; schnei-
den (e=45° 1I"=ry=R=20cm, a= £1°). Die
in Klammern stehenden Zahlenwerte sind frei ge-
wibhlt.

fg
!
|
|

Abb. 8.

Betrachtet man nun dies als Ergebnis einer Rech-
nung, die nach Abschnitt 2 Richtungsfokussierung
dritter Naherung zum Ziel hatte, so ist P; kein Punkt,
sondern das Biindel hat an der Stelle eine Breite
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(Offinungsfehler) von der GroBenordnung ry a4, also
etwa 1075 mm. Denkt man sich das Streufeld wie-
der als vorhanden, so treten Anderungen im Strahl-
verlauf ein. Die Effekte 1. Ordnung der Streufeld-
wirkung werden beriicksichtigt durch eine Verschie-
bung der Polschuhgrenze um die Strecke —#* (also
0,13 c¢m fiir die in Abb. 7 dargestellte Streufeldver-
teilung) bis zu der in Abb.8 dick ausgezogenen
Kriimmung I. In Abb. 8 stellt dann die Koordinaten-
achse &* die Ersatzfeldgrenze dar.

Die Streufeldwirkungen in 2. und 3. Néherung
werden durch kleine Verschiebungen und Richtungs-
dnderungen der Ionenstrahlen an dieser Ersatzfeld-
grenze ersetzt. Die numerische Auswertung der For-
meln in Abschnitt 3.4 mit den oben angegebenen
Werten liefert fiir:

den Mittelstrahl mit ¢ =45°: A&= —0,186 mm,
Ae=0,001093;
den Nebenstrahl mit e=46°: A4&= —0,214 mm,
Ade=0,001759;
den Nebenstrahl mit e=44°: A&= —0,167 mm,
Ade= 0,001332.

Dabei betragen die Effekte 3. Ordnung etwa 10 bis
20% von den Termen 2. Ordnung, sind also etwa
eine Grofenordnung kleiner. Die drei Strahlen
schneiden sich nunmehr in drei Punkten. Als ,,Bild*
ist jetzt die engste Einschniirung des Biindels zu be-
trachten. Die Rechnung ergibt fiir die Streufeldver-
teilung der Abb. 7 etwa 0,05 mm fiir die Bildbreite,
wobei gleichzeitig eine Verschiebung des Bildorts
gegeniiber P; um 3 —4 mm zu gréBeren I”-Werten
und eine seitliche Versetzung um 0,5 mm auftritt.

GroBlen Dank schulde ich Herrn Prof. Dr. H. Ewarp
fiir die Anregung dieser Arbeit und fiir zahlreiche Dis-
kussionen.



